
Cvičeńı ze stochastické analýzy

2. Spojité procesy, kvadratická variace, stochastický integrál v Riemanově smyslu

Bud’ Ω ⊆ R[0,∞). Označme δt : ω ∈ C 7→ ωt projekci do t-té souřadnice. Pak δ = (δt)t≥0 je identické
zobrazeńı, který nazýváme kononickým procesem . Limitńı σ-algebru σ(δt, t ≥ 0) odpov́ıdaj́ıćı kanonické
filtrace σ(δs, s ≤ t) kanonického procesu pak nazveme kanonickou σ-algebrou na Ω ⊆ R[0,∞).

(1) Ukažte, že následuj́ıćım předpis definuje metriku na prostoru C všech spojitých funkćı na R+

r(x, y) ,
∞∑

k=1

2−k ∧ |x− y|∗k, kde |f |∗t , sup
s≤t
|fs|

metrizuj́ıćı lokálně stejnoměrnou konvergenci. Ukažte, že kanonická σ-algebra na C odpov́ıdá bo-
relovské σ-algebře vzhledem k metrice r.

(2) Ukažte, že následuj́ıćı předpis definuje (pseudo)metriku na prostoru C(Ω,A, P ) všech spojitých
reálných proces̊u na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P )

ρ(X, Y ) , E

∞∑
k=1

2−k ∧ |X − Y |∗k = Er(X, Y )

metrizuj́ıćı konvergenci v pravděpodobnosti na C, tj. P (r(Xn, X) > ε) → 0 pro n → ∞ kdykoli
ε > 0 právě tehdy, když ρ(Xn, X)→ 0 as n→∞.

Řekneme, že proces X ∈ C(Ω,A, P ) má kvadratickou variaci 〈X〉 ∈ C(Ω,A, P ), pokud

ρ([X]Sn , 〈X〉)→ 0, n→∞
kdykoli 0 ∈ Sn ↑ [0,∞) je posloupnost zahušt’uj́ıćıch se delěńı, což znamená, že jde o posloupnost
zjemňuj́ıćıch se děleńı takových, že ∪nSn je hustá podmnožina [0,∞). Zde [X]S označuje diskrétńı
kvadratickou variaci procesu X odpov́ıdaj́ıćı lokálně konečnému děleńı 0 ∈ S ⊆ [0,∞) definovanou
předpisem

[X]St ,
∑
k∈N

(Xt∧sk
−Xt∧sk−1

)2, kde S = {0 = s0 < . . . < sk; k ∈ N},

kde N ⊆ N je taková, že N0 , N ∪ {0} je kardinálńı.

(3) Ukažte, že Wiener̊uv proces W má kvadratickou variaci 〈W 〉t = t, t ≥ 0.

Bud’ 0 ∈ S ⊆ R+ jako výše. Řekneme, že H ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) je S-jednoduchý proces , je-li tvaru

Ht =
∑
k∈N

Hsk
1[sk−1<t≤sk].

Je-li Ft filtrace, řekneme, že je S-jednoduchý vzhledem k Ft, pokud nav́ıc Hsk
∈ L(Fsk−1

). Bud’

X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) a bud’ H S-jednoduchý proces, kde S je jako výše, pak předpisem∮ t

0
H dX ,

∑
k∈N

Hsk
(Xt∧sk

−Xt∧sk−1
)

definujeme elementárńı integrál H dle X, přičemž definice nezáviśı na př́ıpadném zjemněńı množiny S.

(4) Bud’te H,K ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) jednoduché procesy a X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞). Ukažte, že pak∮
K dY =

∮
KH dX, kde Y ,

∮
H dX.

(5) Bud’ 0 ∈ S ⊆ R+ lokálně konečná a X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞). Ukažte, že pak

X2
t = X2

0 + [X]St + 2
∮ t

0
XbscS− dXs, kde XbtcS− , lim

s↑t
XbscS .

(6) Bud’ Xt Ft-martingal a Ht bud’ Ft-jednoduchý proces. Ukažte, že pak také proces
∮
H dX je Ft-

martingal, pokud je tento proces integrovatelný.
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Bud’te H ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) a X ∈ C(Ω,A, P ). Řekneme, že proces Y ∈ C(Ω,A, P ) je stochastickým
integrálem H dle X v Riemanově smyslu , pokud ρ(

∮
HbscSn−

dX, Y ) → 0, n → ∞ kdykoli 0 ∈ Sn ↑
[0,∞). V tom př́ıpadě ṕı̌seme Y =

∫
H dX.

(7) Necht’ X ∈ C(Ω,A, P ) má kvadratickou variaci 〈X〉. Ukažte, že pak plat́ı rovnost.

X2
t =

sj
X2

0 + 〈X〉t + 2
∫ t

0
Xs dXs.

Bud’te a, b ∈ Rd, symbolem a� b , abT budeme značit tenzorový součin vektor̊u a, b. Symbolem
a�2 , a� a = aaT pak odpov́ıdaj́ıćı tenzorovou druhou mocninu vektoru a ∈ Rd.

Bud’ X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞)×d d-rozměrný reálný proces a 0 ∈ S ⊆ R+ jako výše, pak předpisem

[[X]]St ,
∑
k∈N

(Xt∧sk
−Xt∧sk−1

)�2

definujeme diskrétńı tenzorovou kvadratickou variaci procesu X odpov́ıdaj́ıćı lokálně konečnému
děleńı 0 ∈ S ⊆ [0,∞).

(8) Bud’ 0 ∈ S ⊆ R+ lokálně konečná a X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞)×d. Ukažte, že pak plat́ı

X�2
t = X�2

0 + [[X]]St + 2
∮ t

0
XbscS− dX

T

s .

Řekneme, že X ∈ C(Ω,A, P )d má tenzorovou kvadratickou variaci 〈〈X〉〉, pokud pro každou
posloupnost 0 ∈ Sn ↑ R+ lokálně konečných děleńı každá (maticová) složka procesu [[X]]Sn konverguje v
metrice ρ k odpov́ıdaj́ıćı složce 〈〈X〉〉.

(9) Necht’ X má tenzorovou kvadratickou variaci 〈〈X〉〉. Ukažte, že pak plat́ı

X�2
t =

sj
X�2

0 + 〈〈X〉〉+ 2
∫ t

0
Xs dX

T

s .

(10) Bud’ X jako v (9). Pokuste se podobným zp̊usobem vyjádřit hodnotu procesu X2
t , XT

tXt.

Jsou-li a, b ∈ Rd, pak skalárńım součinem a, b rozumı́me hodnotu a · b , aT b a podobně symbolem
a2 , a · a = aTa rozumı́me skalárńı druhou mocninu vektoru a ∈ Rd.

(11) Bud’ W d-rozměrný Wiener̊uv proces, spočtěte jeho tenzorovou kvadratickou variaci 〈〈W 〉〉 a posléze
také (skalárńı) kvadratickou variaci 〈W 〉.

Bud’ X ∈ L(Ω,A, P )[0,∞)×d d-rozměrný reálný proces a 0 ∈ S ⊆ R+ jako výše, pak předpisem

[X]St ,
∑
k∈N

(Xt∧sk
−Xt∧sk−1

)2

definujeme diskrétńı (skalárńı) kvadratickou variaci procesu X odpov́ıdaj́ıćı lokálně konečnému
děleńı 0 ∈ S ⊆ [0,∞).

Řekneme, že X ∈ C(Ω,A, P )d má (skalárńı) kvadratickou variaci 〈X〉, pokud pro každou posloup-
nost 0 ∈ Sn ↑ R+ lokálně konečných děleńı posloupnost [X]Sn konverguje v metrice ρ k 〈X〉 pro n→∞.

Bud’te X, Y ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) a 0 ∈ S ⊆ R+ bud’ jako výše, pak předpisem

[X,Y ]St ,
∑
k∈N

(Xt∧tk −Xt∧tk−1
)(Yt∧tk − Yt∧tk−1

)

defniujeme vzájmenou diskrétńı variaci proces̊u X, Y vzhledem k děleńı S.

(12) Bud’te X, Y ∈ L(Ω,A, P )[0,∞) a 0 ∈ S ⊆ R+. Ukažte, že pak

[X, Y ]S = [X+Y ]S−[X−Y ]S

4
.

Bud’te X, Y ∈ C(Ω,A, P ), řekneme, že maj́ı vzájmenou variaci 〈X,Y 〉 ∈ C(Ω,A, P ), pokud pro
každou posloupnost 0 ∈ Sn ↑ [0,∞) konverguje posloupnost [X, Y ]Sn k procesu 〈X, Y 〉 v metrice ρ.

(13) Bud’te X, Y ∈ C(Ω,A, P ) takové, že (X, Y )T má tenzorovou kvadratickou variaci. Ukažte, že pak

XtYt =
sj
X0Y0 + 〈X, Y 〉t +

∫ t

0
Xs dYs +

∫ t

0
Ys dXs.


